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QUESTIONNAIRE

. On donne la fonction f par f(z) = v1 — 8z2.
a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction & 'ordre 1 et 2 en 0.
b) Dans un méme repére orthonormé, au voisinage de 0, représenter le graphique de f et des
approximations demandées en utilisant différentes couleurs.

. Soient les matrices A, B, C et X données par

3 0 0 9 0
A=[1 -1 0], 32(121) cz<02 Zl>, x=|( 1
2 1 3 —1/4
- Si c’est possible, déterminer la matrice inverse de B.
- La matrice B est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si oui, en déterminer une forme diagonale, ainsi

qu’une matrice qui y conduit.
- La matrice B commute-t-elle avec la matrice C ? Justifier.

- Montrer que X est un vecteur propre de A de valeur propre A\g et donner la valeur

de )\0.

. a) On donne la fonction f par
f(z,y) = Varcsin(zy).

- Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Dans un repére orthonormé, représenter
ce domaine en le hachurant.
- Dans ce domaine, simplifier au maximum V'expression D, f(z,y) — yD, f(x,y).

b) On donne I'ensemble borné fermé A suivant

A= {(z,y) eR?:z¢ lﬁ,ll Y € [\/1—3:2,33]}.

2

- Représenter ’ensemble A dans un repére orthonormé en le hachurant.

- Ecrire l'intégrale double suivante de deux fagons différentes en permutant l'ordre d’intégration
puis, si elle existe, en déterminer sa valeur.

// zy dx dy.
A

- En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, comment se transforme ’expres-
sion de l'intégrale sur A de f: (z,y) — zy?

4. On donne ’ensemble hachuré A ci-contre. = %
Si elle existe, déterminer la valeur de

I’intégrale
cos(y) !
//A 2 dx dy.




5. Déterminer si les séries suivantes convergent. Si oui, en déterminer la somme

= m2+3 = ek =1
(7) mZ:O w3 (#4) kz_o R (i4i) 7;3 5T



CORRIGE

Ezxercices

1. On donne la fonction f par f(z) =1 — 822
a) Si possible, déterminer les approximations polynomiales de cette fonction a 1’ordre
let2en0.
b) Dans un méme repére orthonormé, au voisinage de 0 , représenter le graphique de
f et des approximations demandées en utilisant différentes couleurs. .

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur ]77\/5’ %[ et on a

—8z 9 -8
Df(x):ﬁv D f(z)zﬁ~

Comme f(0) =1, Df(0) =0et D?f(0) = —8, si on note P, (z) 'approximation polynomiale de f
a l'ordre n en 0, on a

Pi(z) = f(0)+ Df(0)z =1, Py(z) = Pr(x) + DQ;!(O)Q:Q —1-422 zcR

P

P,

-0.5

2. Soient les matrices A, B, C et X données par

3 0 0 9 0
A= 1 -1 0|, B<i_21), C<_O2 Zl>, X = 1
2 1 3 ~1/4
- Si c’est possible, déterminer la matrice inverse de B.
Solution. La matrice B est inversible si et seulement si det B = 0. Comme det B = —9, la matrice

B est donc inversible.

La matrice des cofacteurs de B étant égale a

I'inverse de B est la matrice



- La matrice B est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si oui, en déterminer une forme
diagonale, ainsi qu’une matrice qui y conduit.

1—A 2
4 o
matrice B possede donc deux valeurs propres simples, —3 et 3; elle est donc diagonalisable.

Solution. Les valeurs propres de B sont les zéros du polynome =X -9 La

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —3 sont les vecteurs non nuls X = ( ch ) tels que

wcon (11)(1)(3)wmeron (1) (5)

Les vecteurs propres associés a la valeur propre —3 sont donc des vecteurs du type

. 1
-2
ol c est une constante complexe non nulle.

T
Y

wesnean (3 3) (1)-(1) = rvmn(5)-(2)

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 3 sont donc des vecteurs du type
1
/
1

Deés lors, la matrice inversible S = ( _9 1 ) est telle que S~'BS = ( _03 g >

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 3 sont les vecteurs non nuls X = < ) tels que

ol ¢’ est une constante complexe non nulle.

- La matrice B commute-t-elle avec la matrice C 7 Justifier.

Solution. Comme B et C sont des matrices de dimension 2, leurs produits sont envisageables. On a
1 2 0 1 2 0 -1 -4 1
pe= (3 2) (H0)-(0A) (53)- (3 %)
0 2 1 2 0o -1 1 2 —4 1
en= (50) (0 A)-(57) (0 A)- (3 5)

Puisque BC' = CB, la matrice B commute avec la matrice C.

- Montrer que X est un vecteur propre de A de valeur propre )\g et

donner la valeur de \g.

Solution. Par définition, un vecteur non nul X est un vecteur propre de A de valeur propre Aq si
AX = M\ X. Comme

3.0 0 0 0 0
AX=|1 -1 0 1 =| -1 | =(-1) 1 ,
2 1 3 —1/4 1/4 —1/4

X est bien un vecteur propre de A de valeur propre —1.



. a) On donne la fonction f par

f(z,y) = \/arcsin(zy).

- Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction. Dans un repére ortho-
normé, représenter ce domaine en le hachurant.

Solution. Le domaine d’infinie dérivabilité de la fonction f est égal a
B = {(z,y) € R* :arcsin(zy) > 0,—1 <2y <1} = {(z,y) e R*: 0 <2y < 1}.

Voici la représentation graphique de cet ensemble (partie hachurée) : les points de 1'hyperbole
d’équation cartésienne zy = 1 , ainsi que ceux des axes, sont exclus de I’ensemble.

- Dans ce domaine, simplifier au maximum ’expression zD, f(x,y) —yD, f(z,y).

Solution. En un point (z,y) de B on a

1 Y 1 T

D, f)(x,y) = . e Dy f)(z,y) = : ) )
(Daf)(@,y) 2\/arcsin(zy) /1 — a2y v 2¢/arcsin(zy) /1 — 2%y

L’expression donnée est donc nulle puisque

1 Ty 1 zy
zDyf(z,y) —yDy f(z,y) = =0

2/arcsin(zy) /1 — a2y? - 2/arcsin(zy) /1 — 22y2 B

b) On donne ’ensemble borné fermé A suivant

A= {(:E,y) €eR?:z ¢ [\/5,11 Y € [\/1—3:2,36]}.

2

- Représenter ’ensemble A dans un repére orthonormé en le hachurant.

Solution.

“[

Les points des “bords” sont compris dans 1’ensemble.



- Ecrire l’intégrale double suivante de deux fagons différentes en permutant ’ordre
d’intégration puis, si elle existe, en déterminer sa valeur.

// zy dz dy.
A

A:{(x,y)ERQ:xE [?,1] RTRS [\/l—mz,x}}

Solution. D’une part,

:{(m,y)ERQ:yE

0,?],3:6 [vl—yQ,l}} U {(m,y)eRQ:yE l\f,ll,me[y,l]}.

D’autre part, la fonction f : (z,y) — zy est continue sur R? donc sur A, ensemble borné fermé ;

elle y est intégrable.
1 T
//o:yda:dy:/ (/ xydy) dx
A V2/2 Vi—z2

On peut donc écrire
V2/2 1 1 1
= zy dx | dy —l—/ (/ Ty dm) dy.
/0 (/\/ 1—y2 > V2/2 y

On calcule ensuite la valeur de l'intégrale et on a

1 x
//mydmdy:/ (/ acydy) dx
A V2/2 Vi—z2

1 1
/ a:(2x2—1) d:(;:}/ (2363—:(;) dzx
V3/2 NGY

1[# xQ]l 1, ! 11 1
=— [#*(z* - 1)] =-.-=—.
Va4 V2l 44 16

- En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, comment se trans-
forme l’expression de l’intégrale sur A de f: (z,y) — 2y ?

Solution. Puisque g = cos(%), que le rayon de 'arc de cercle vaut 1 et vu la relation liant les deux

cOtés d’un triangle rectangle, I’ensemble A exprimé en coordonnées polaires est

A’:{(r,é):ee {0,%}, re {1,00:@]}.

Le théoreme de changement de variables en coordonnées polaires donne

w/4 mﬁ
/ / 2y de dy = / / 3 cos(6) sin(9) dr df = / ( / P13 cos(0) sin(0) dr) .
A / 0 1

4. On donne I’ensemble hachuré A ci- i
contre.
Si elle existe, déterminer la valeur de 2

Pintégrale
// Cosgy) dx dy.
A T




cos
Solution. La fonction f: (x,y) — # est continue sur Ry X R; elle est donc continue sur
x

2

1
A= {(x, y) ER?: gy }0, g} , X € [, y] }, ensemble fermé non borné.
T

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y) V(z,y) € A.

21
osgy) est continue sur le fermé borné [, ] . Elle est
x Ty

Pour y fixé dans }O, g], la fonction g : = —

donc intégrable sur cet ensemble et on a

Yy cos(y) 11 T
dz = — N [ (—y+I).
/2/7T = cos(y) {x] o cos(y) ( Y+ 2)

La fonction h : y — cos(y) . T y) est continue sur R donc sur [0, 7/2] fermé borné. Elle est donc

intégrable sur ]0,7/2].
La fonction f est donc intégrable sur A et en intégrant par parties, on obtient

//A Coigy) dx dy = /me (/2;7/:4 co;gy) dx) dy = /07r/2 cos(y) (g — y) dy

X m2+3 X ek =1
(1) Z 3 (i) kZ_OH7 (i4i) 7;325

Solution. (1) Comme le terme général de cette série ne tend pas vers 0 puisque lim = 400,
m—+oo m -+ 3

la série est divergente.

(ii) Cette série est convergente car c’est la valeur de la fonction exponentielle en e. La somme de

cette série vaut donc exp(e).

(iii) Puisque

“+o00 1 —+o0 1 n

cette série est une série géométrique de raison — ] -1, 1[ donc convergente ; sa somme vaut

&

(%) 1y = sm.
V2 1—(%)_2(3/5—1)'



